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У статті розглядається проблема пружно-пластичного деформування систем електропровідних тіл за умов дії 
електромагнітних полів. Надано загальну математичну постановку задачі, яка базується на застосуванні 
принципу мінімуму повної енергії системи тіл та запропоновано чисельний метод аналізу пружно-пластичного 
деформування тіл. Проведено розрахунки системи «індуктор – заготовка» для технологічної операції магнітно-
імпульсної обробки матеріалів. 
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В статье рассматривается проблема упругопластического деформирования систем электропроводных тел при 
условии действия электромагнитных полей. Дана общая математическая постановка задачи, основанная на 
применении принципа минимума полной энергии системы тел и предложен численный метод анализа 
упругопластического деформирования тел. Проведены расчеты системы «индуктор – заготовка» для 
технологической операции магнитно-импульсной обработки материалов. 
Ключевые слова: упругопластическое деформирование, электромагнитное поле, принцип минимума полной 
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The electromagnetic fields are condition the work of many technical and technological systems. There are different 
systems of deformed solid bodies designed to convert the energy (electric generators and transformers); elements of 
power equipment; systems that generate pulsed electromagnetic fields for various technological purposes and much 
more. It is known, that the interaction of electromagnetic fields with conductive bodies leads to appearance of eddy 
currents. Eddy currents interact with the currents of the source, which leads to movement and deformation of the 
conductive bodies. Values of electromagnetic field energy can be so significant, that will cause irreversible deforming 
or destruction of the conductive bodies. Thus, creating effective methods of computational analysis of stress-strain state 
of electrically conductive bodies in the presence of an electromagnetic field is an important task in scientific and 
practical terms. The correct analysis of the stress-strain state in the presence of the electromagnetic field must be 
preceded by an analysis of the distribution of electromagnetic field components in the conductive body. Under the 
process of developing of analysis methods, we must use the appropriate models thermo-mechanical continuum. A 
modern view of the task suggests that the analysis of the distribution of the vector component of the electromagnetic 
field and tensor components of the deformation process must be carried out within the framework of coupled 
statements. In addition, when considering the composite conductive bodies we must adequately consider the effects of 
contact interaction. Existing analytical and numerical-analytical method of analysis of the stress-strain state of the 
conductive bodies under the action of the electromagnetic field may be applied directly only to bodies of canonical 
shape. Accordingly, when we are analyzing real technical or technological objects, which typically have a complex 
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shape, these methods can be used only as estimate one. The article provides a complete general mathematical statement 
of the problem analysis of the propagation of electromagnetic fields in conductive bodies and statement of the problem 
analysis of elastic-plastic deformation. This arrangement includes a differential equation on the main vector of 
characteristics of the electromagnetic field: intensities, inductions and surface charges; differential equations relatively 
components of mechanical stress tensor; geometric Cauchy ratio. The above differential equations are supplemented by 
the equations of state, the conditions of contact interaction, as well as initial and boundary conditions. Coupled effects 
under analysis of electromagnetic fields and the analysis of the stress-strain state are taken into account by introducing 
of volumetric electromagnetic forces into the equations of equilibrium. The finite element method was been chosen as a 
numerical method of solution. A concrete implementation of the finite element method here is been based on the 
fulfillment of the principle of minimum of total energy of a system. In this case, the total energy of the system is 
represented as the sum of the energy of the elastic deformation and magnetic field energy. Presents as expression full of 
energy depending on the displacements of points of the deformed conductive body and depending on the vector 
magnetic potential. It is shown that in some cases the coupled task is divided onto a sequence of electromagnetic field 
analysis and analysis of elastic-plastic deformation process. The problem of elastic-plastic deformation analysis of the 
«inductor – work-piece» system, which occurs under one of the processing operations of the electromagnetic forming of 
materials, is considered as an example of the application of the proposed method. The criterion of workability of the 
inductor is formulated. Some results of calculations are presented, in particular, shows the dependence of the maximum 
stress intensities in the inductor and the work piece depending on the parameters of the external electromagnetic field. 
The conclusions about strength of the same technological systems were made. 
Key words: elastic-plastic deforming, electromagnetic field, principle of minimum of total energy of a system, electro-
magnetic forming of materials. 
1. ВСТУП ТА АКТУАЛЬНІСТЬ ПРОБЛЕМИ 
Електромагнітне поле (ЕМП) є невід’ємною умовою роботи для багатьох приладів, 
конструкцій і машин. Прикладами цього є системи енергетичного обладнання, 
трансформатори та генератори – системи перетворення енергії, пристрої, що призначені для 
захисту від блискавок тощо. Високі інтенсивності ЕМП сприяють виникненню значних 
рівнів енергії в електропровідних тілах та призводять до граничних станів, як оборотного, 
так і незворотного деформування і руйнування. Це робить актуальним у науковому та 
прикладному відношенні створення математичних моделей та чисельних методів аналізу 
пружно-пластичного деформування систем тіл при дії електромагнітних полів, визначення 
напружено-деформованого стану (НДС) електропровідних тіл для подальшої оцінки 
міцності. Подібні методи мають базуватися на відповідних моделях термомеханіки 
електропровідних тіл, які деформуються. Загальна задача щодо визначення 
електромагнітного, температурного і механічного полів у тілі за умов дії зовнішнього 
електромагнітного поля полягає в розв’язуванні зв’язаної задачі електродинаміки і 
теплопровідності та задачі неізотермічної термопружності й пластичності. Завдяки 
широкому використанню електромеханічних перетворювачів енергії в сучасній науковій 
літературі сформульовані відомі математичні моделі для врахування зв’язаних полів, вивчені 
щодо п’єзоелектрики (п’єзомагнетизму і п’єзонапівпровідності) тіл. Відомі також теорії 
магнітопружності, за якими досліджена механічна поведінка, зокрема, стійкість та міцність 
електропровідного тіла в сильному магнітному полі. Доволі розповсюджені теорії 
поширення хвиль у деформованому тілі з урахуванням зв’язку між механічними і 
електромагнітними полями, що є актуальним для проблем геофізики і сейсмології і для 
розвитку неруйнівних методів контролю в елементах конструкцій. Теоретичні основи 
теплової обробки тіл важливі для багатьох галузей техніки, що використовують зовнішнє 
електромагнітне випромінювання, високі й ультрависокі частоти. 
Теоретичні основи, що описують моделі механіки, які враховують дію електромагнітних 
полів та сил різної фізичної природи, представлені в класичних фундаментальних роботах 
Амбарцумяна, Eрингена, Іллюшина, Новацького, Підстригача, Сєдова, Можена, Трусдела, 
Топіна та ін. [1-12]. Представлені в цих роботах моделі базуються на рівняннях Максвела, що 
описують характер ЕМП у вакуумі та в рухомому тілі, яке деформується, відповідно з 
урахуванням його електромагнітних властивостей, зовнішнє ЕМП впливає на 
термомеханічний стан тіла, у рівняннях рівноваги враховуються складові, які 
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характеризують дію поля на тіло, а саме електромагнітні сили і електромагнітні моменти, а 
також джерела енергії, які з’являються в процесі впливу електромагнітного поля на тіло. Для 
опису ЕМП використовуються п’ять векторних величин: напруженість й індукція 
електричного і магнітного полів, щільність поверхневих зарядів. Ці величини зв’язуються за 
допомогою додаткових характеристик, що описують електромагнітні властивості: 
провідності, поляризації і намагнічування [5, 12]. 
Вплив ЕМП на електропровідне тіло моделюється за рахунок введення електромагнітних сил 
та моментів. Рівні сили, які викликають «магнітні» складові ЕМП, є значно вище за ті, що 
викликаються «електричною» складовою ЕМП. Тому, для задач, у яких головною метою є 
оцінювання руйнування, основою може служити теорія магнітопружності, де в загальному 
випадку вважається, що тіло є поляризованим і таким, що намагнічується. Основи теорії 
магнітопружності з урахуванням ефектів зв’язаності ЕМП і механічних полів напружень і 
деформацій у рухомому електропровідному тілі, були закладені в роботах Кнопоффа [14] і 
Чадвика [15]. Вони розглядали поширення пружних хвиль з урахуванням магнітного поля 
Землі. Каліскі і Петикевич [16], Данкін і Еринген [17] сформулювали динамічні задачі 
магнітопружності у випадку коливань тіл і поширення магнітопружних хвиль в них. 
Підстригач, Бурак, і Кондрат [18], Амбарцумян, Багдасарян, і Белубекян [7] розвинули 
загальну теорію магнітопружності. Останні автори створили загальні асимптотичні рішення 
тривимірних рівнянь магнітопружності для оболонок і пластин і сформулювали гіпотезу 
магнітопружності тонких тіл. На цьому етапі набувають подальшого розвитку спеціальні 
моделі термомеханіки. Так, наприклад, Кондрат і Грицина [19] розвинули теорію 
електромагнітотермомеханіки поляризованих неферомагнітних тіл за врахування локального 
зміщення маси. Для цього введені нові параметри, приведена маса та енергетична міра 
впливу зміщення маси на внутрішню енергію, вектор зміщення маси та просторовий градієнт 
енергетичної міри, які зумовлені врахуванням локального зміщення маси. У роботах цих 
авторів отримано повну систему співвідношень електромагнітотермомеханіки 
електропровідного поляризованого середовища з урахуванням локального зміщення маси та 
показано, що множина спряжених параметрів, поряд із температурою-ентропією, тензорами 
деформації та напружень, векторами напруженості електричного поля та поляризації 
визначають рівноважний термодинамічний стан. 
Для подальшого, слід зазначити, що існуючі аналітичні та напіваналітичні методи 
розв’язування задач деформування електропровідних тіл за наявності ЕМП добре розроблені 
для тіл канонічної форми та їх можна використати для тестування числових методів. 
Зауважимо, що в науковій літературі практично не розглянуті проблеми створення методів 
аналізу або оцінювання міцності тіл, що піддані впливу ЕМП. Між тим відзначимо роботу 
Гачкевича і Мусія [20], у якій запропоновано метод аналізу стійкості електропровідних тіл у 
разі дії імпульсних ЕМП. 
Отже, створення ефективного методу чисельного аналізу пружно-пластичного деформування 
тіл та визначення напружено-деформованого стану електропровідних складених тіл з метою 
подальшого оцінювання їх міцності є актуальною науково-практичною проблемою. 
2. МАТЕМАТИЧНА ПОСТАНОВКА 
Розглянемо загальну постановку задачі пружно-пластичного деформування системи 
контактно-взаємодіючих тіл при наявності ЕМП. Нехай система взаємодіючих тіл задана в 
декартових координатах ix , 1,2,3i  . Тіло об’ємом jV  має поверхню jS : j jp ju jKS S S S   , 
де jpS , juS  і jKS  – частини тіла, на яких задані зовнішні розподілені сили, умови закріплення 
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,   0divH  ,   0divE  , (1) 
де , ,j E H  – щільність струму і напруженості електричного і магнітного полів у підобласті, 
,c c   – магнітна та електрична проникність матеріалу підобласті. Нехтуючи конвекційними 
струмами, рівняння (1) можна доповнити «матеріальними» співвідношеннями: 
 cD E  ,   cB H  ,   
.
c cj E u B
 
      
, (2) 
де ,D B  – вектора індукції електричного і магнітного полів у підобласті, 
c  – питома 
електрична провідність матеріалу підобласті. 
Повна система рівнянь відносно компонент тензорів напружень, деформацій і вектора 
переміщень, при заданих об’ємних і поверхневих силах, запишеться у вигляді рівняння 
рівноваги: 
 , 1 2 30, , ,ij j if x x x V    , (3) 
де ij  – компоненти тензора напружень, if  – компоненти вектора об’ємних 
електромагнітних сил, про підхід до визначення яких буде сказано далі. Геометричні 
співвідношення Коші для малих деформацій: 
  , ,1 2ij j i i ju u   , (4) 
де ij  – компоненти тензора деформацій, iu  – компоненти вектора переміщень. Система 
рівнянь (1)-(4) доповнюється граничними умовами: 




n n Г Гp E u i H

       , (6) 
де nn

  – вектор механічних напружень на поверхні з нормаллю n ,  , i  – густини 
поверхневих зарядів і струмів, u  – проекція вектора швидкості точки на площину, дотичну 
до межі тіла. Величини, які характеризують електромагнітний вплив, визначаються шляхом 
інтегрування фундаментальних рівнянь Максвелла (1). У тих випадках, коли необхідно 
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розглядати деформування складених тіл, для точок контактуючих тіл формулюються умови 
спряження для векторних характеристик ЕМП та векторно-тензорних характеристик процесу 
деформування: 
 
   
   
1 2 1 2
1 2 1 2
0, 0;
0, 0;
E E n D D n
H H n B B n
     
     
 (7) 
 m-1 m+1 m
n n onu +u 0,     
 m
nn 0,   (8) 
де m-1 m+1 m
n n onu ,u ,  – нормальні переміщення точок поверхонь тіл і початковий зазор (натяг), 
m 
nn  – нормальне напруження на контактуючих поверхнях (лініях). 
Узагальнені рівняння стану, які встановлюють зв’язок між напруженнями і деформаціями в 
точках тіл, що деформуються пружно, можуть бути представлені тензорно-лінійними 
співвідношеннями між компонентами тензорів деформацій ij  і напружень ij : 
 TA ijklijklij  ,    
1
1 ,eijkl ik jl ij klA
E
          (9) 
де Е,   – модуль пружності і коефіцієнт Пуассона, eijklA , ij T   – компоненти тензорів 
властивостей пружності і температурного розширення матеріалу. Згідно з теорією 
пластичності Прандтля-Рейса співвідношення між компонентами тензорів деформацій і 
напружень приймаємо у прирощеннях деформацій і напружень: 
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У цих рівняннях eijklA  – тензор пружних властивостей матеріалу, kE  – дотичний модуль. 
Закон пластичної течії для ізотропного матеріалу з трансляційним лінійним зміцненням 
приймаємо асоційованим з умовою пластичності виду: 
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де ijs  – девіатор напружень; TE  – модуль зміцнення, T  – межа пластичності матеріалу, 
0 1 3 kl kl   , klkl 310  , інтенсивність напружень є функцією інтенсивності деформацій 
та температури –  ,pi iH d T   . 
Одним з найбільш ефективних методів розв’язання поставленої задачі є метод скінчених 
елементів (МСЕ). В основу конкретного використання МСЕ може бути покладений метод 
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змінних параметрів пружності в поєднанні з покроковим розв’язанням задачі зрівноваженого 
стану варіаційним методом, що зводить розв’язок вихідної задачі до варіаційної рівності: 
 1 10,k k kE E U W     . (12) 
Тут kU  – енергія «пружного» деформування, яку підраховують за НДС на попередньому k -
му кроці визначення параметрів пружності, W  – енергія ЕМП, яка з урахуванням зв’язку 
поміж вектором напруженості магнітного поля та вектором магнітної індукції, яку 
підраховують по ЕМП на k -му кроці параметрів пружності. У випадку, коли впливом 
електричного поля нехтуємо та розглядаємо тільки змінності магнітної проникності 









  . (13) 
У першому наближенні можна знехтувати змінністю магнітної проникності матеріалу та 
вважати, що магнітна проникність є сталою. Тоді введемо до розгляду так званий векторний 
магнітний потенціал A

, який зв’язано із вектором магнітної індукції: 
 ArotB

 . (14) 
Тепер енергію ЕМП можна записати у векторно-матричному вигляді: 




W A M A , (15) 
де  M  – матриця  «магнітних властивостей» матеріалу, елементи якої залежать від 
властивостей матеріалу, від геометрії тіла, що розглядається, та визначаються за допомогою 
фундаментальних рівнянь Максвела із урахуванням співвідношення (14). Подібним 
векторно-матричним рівнянням можна представити енергію пружного деформування: 
      
1
2
kTkU u K u , (16) 
де  u  – вектор-стовпець вузлових переміщень,  
k
K – матриця жорсткості, яку підраховують 
за розрахунковими даними на k -му кроці зміни параметрів пружності. 
Тепер повернемося до варіаційного рівняння (12) та запишемо з урахуванням (15) та (16): 
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Матриці  kM ,  mK  визначають вплив змін компонентів ЕМП на механічні характеристики 
матеріалу, тобто ефект магнітострикції, та вплив змін механічного стану на електромагнітні 
властивості матеріалу. Ці матриці характеризують зв’язаність електромагнітних та 
механічних полів. Якщо знехтувати ефектом магнітострикції, тоді видно, що перше рівняння 
системи (17) стає незалежним від другого. Отже, з’являється можливість у процесі розв’язку 
розглядати задачу визначення впливу компонент ЕМП на НДС окремо одне від одного. 
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Дійсно, якщо застосувати принцип віртуальної роботи з метою визначення сил, що діють на 
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Якщо знехтувати впливом електричного поля та розглядати тільки змінності магнітної 
проникності матеріалу, то сили, що діють на точки деформованого електропровідного тіла 
при дії ЕМП можна визначити так: 
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Добуток   mK A  після обернення перетворюється у вектор сил, викликаних наявністю 
ЕМП. Отже, у випадку нехтування змінною магнітною проникністю матеріалу та у випадку 
нехтування ефектами магнітострикції, задача аналізу деформування електропровідного тіла 
за наявності ЕМП зводиться до розв’язання системи двох рівнянь: 
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Рівняння у (20) можуть бути розв’язані послідовно, що формально свідчить про незв’язаність 
задач аналізу розподілу компонент електромагнітного поля та напружено-деформованого 
стану. Зв’язаність ЕМП та напружено-деформованого стану виражається тим, що в правій 
частині другого рівняння знаходиться вектор «електромагнітних сил». Відзначимо, що цей 
підхід до визначення електромагнітних сил зустрічається і в роботах інших дослідників, 
наприклад у роботі [21]. Наведена система рівнянь повинна бути доповнена 
співвідношеннями для умов векторного магнітного потенціалу та переміщень на поверхні 
тіл. Крім цього, можуть розглядатися джерела ЕМП, наприклад струм, який задається по 
замкненому контуру одного або декількох тіл системи. 
3. ПРИКЛАД РОЗРАХУНКУ 
Застосуємо запропонований вище метод до аналізу системи «індуктор – заготовка», що 
застосовується з метою магнітно-імпульсної обробки матеріалів (МІОМ). МІОМ є сучасним 
та перспективним методом обробки, в основу якого покладено дві властивості 
електропровідних металевих матеріалів. Перша – виникнення «наведеного» ЕМП при 
взаємодії із заданим. Друга – здатність таких матеріалів до пластичного деформування. 
МІОМ має багато переваг порівняно з традиційними методами обробки тиском. Головна 
превага полягає в можливості безконтактного впливу на заготовку. При застосуванні МІОМ 
однією з головних проблем є забезпечення працездатності головного елемента технологічної 
схеми – індуктора. Працездатність індукторів базується на виконанні умов їх конструкційної 
міцності. Оцінювання виконання цих умов базується на розрахунках НДС. З іншого боку, 
аналіз формозміни заготовок також потребує розрахунків НДС. Одним з напрямків, за якими 
розвивається МІОМ є виправлення дефектів готових виробів, що характерно для автомобіле- 
і авіапромисловості. Застосування МІОМ для, наприклад, виправлення вм’ятин корпусів, 
дозволяє проводити цю операцію в більшості випадків без розмонтування конструкції і без 
ушкодження фінішного покриття поверхні. Вм’ятина в кожному конкретному випадку може 
мати індивідуальну форму і розміри, тому аналіз ПДВ систем «індуктор-заготовка з 
вм’ятиною» кожного разу буде унікальним завданням, і загальні рекомендації в цьому 
випадку вироблені бути не можуть. Більш практичним є моделювання процесу взаємодії 
індуктора з недеформованою заготовкою. Завдання в такій постановці дозволяє зробити 
оцінки міцності індуктора і визначити зони виникнення пластичних деформацій у заготовці. 
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Тобто такий підхід може розглядатися як фундамент для подальшого дослідження 
пластичної формозміни заготовки. 
Використання МСЕ для вирішення поставленого завдання дозволяє не тільки автоматизувати 
перехід від рішення задачі аналізу ЕМП до аналізу НДС, але значною мірою дозволяє 
уникнути різних припущень для спрощень, про які було сказано вище. Крім того, необхідно 
мати на увазі, що передача струму від індуктора до заготовки відбувається через проміжне 
середовище – повітря. При розв’язанні задачі моделювалися меридіональні перерізи 
індуктора (матеріал мідь: відносна магнітна проникність 1r , модуль пружності – 180 
ГПа, коефіцієнт Пуассона – 0.33, межа текучості порядку 200-210 МПа), заготовки (матеріал 
сталь: відносна магнітна проникність 31.r  , модуль пружності – 210 ГПа, коефіцієнт 
Пуассона – 0.28, межа текучості порядку 250-280 МПа); також моделювалося проміжне та 
оточуюче середовище – повітря (відносна магнітна проникність 1r ). Характерні розміри 
взаємодіючих тіл такі: менший радіус конічного отвору 1 10R   мм; більший радіус 2 20R 
 мм; габаритний радіус індуктора 3 60R   мм; радіус заготовки 4 120R   мм; товщина 
індуктора – 12 мм; товщина заготовки – 1 мм; найменша відстань поміж індуктором та 
заготовкою – 1 мм. Розміри оточуючого повітряного середовища обирались так, щоб 
змоделювати затухання ЕМП на віддаленні від його джерела. Як відомо, при затуханні ЕМП 
векторний магнітний потенціал прагне до нуля, тому на зовнішній межі Г3 (рис. 2) задався 
нульовий магнітний потенціал. На межі Г2 було задано джерело ЕМП – щільність струму, як 
затухаюча синусоїдальна функція часу. 
 
Рис. 2. Розрахункова схема системи «індуктор – заготовка» 
Експериментальні дослідження показують, що втрата працездатності систем МІОМ 
відбувається внаслідок: пластичного деформування індуктора зі значними ступенями 
залишкових деформацій, миттєвого руйнування індуктора (при першому ж імпульсі поля), 
руйнування після ~102 повторюваних імпульсів поля, руйнування після ~106 повторюваних 
імпульсів поля. Останній тип руйнування для досліджень великого інтересу не становить, 
оскільки в цьому випадку технологічна система, найчастіше, виконує своє призначення в 
повному обсязі. У перших трьох зазначених випадках, очевидно при першому ж 
навантаженні індуктора (при першому імпульсі поля), у його матеріалі виникають зони 
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пластичних деформацій. Тому параметри зовнішнього впливу повинні бути обраними так, 
щоб електромагнітні сили, які виникають в індукторі, не призводили до виникнення 
пластичних деформацій. З іншого боку, ефективність технологічної операції при МІОМ у 
першу чергу визначається досягненням певного рівня пластичних деформацій заготовки. 
Найчастіше це досягається в процесі повторюваного впливу на заготовку, проте, якщо ми 
досягнемо пластичних деформацій у заготовці на стадії першого імпульсу (що можна 
аналізувати у квазістаціонарній постановці), то це певною мірою призведе до «успіху» 
технологічної операції. 
Для розрахункової схеми (рис. 2) було проведено розрахунки розподілу компонент ЕМП в 
індукторі та заготовці, одержані просторово-часові залежності для напруженості та індукції 
магнітного поля. Для пікових значень компонент ЕМП проведені розрахунки НДС системи 
«індуктор – заготовка» у квазістаціонарній постановці. Далі проаналізована залежність 
максимальних інтенсивностей напружень в індукторі та заготовці від максимальної величини 
напруженості магнітного поля індуктора. Розрахунки проводились для різних значень 
амплітуди струму індуктора (10кА, 15кА, 20кА, 25кА). На наступному рисунку наведені 
відповідні графіки. 
З рисунку видно, що максимальна величина інтенсивності в індукторі (матеріал – мідь) 
швидше перевищує межу текучості, ніж у заготівці (матеріал – сталь). Це пов’язано з тим, 
що джерело ЕМП знаходиться безпосередньо в індукторі. Розгляд залежності максимальної 
інтенсивності напружень в індукторі від величини сили струму дозволяє визначити 
параметри зовнішнього впливу, за яких індуктор залишається працездатним. 
 
Рис. 3. Залежність максимальної інтенсивності напруження в індукторі та заготовці від величини максимальної 
напруженості магнітного поля в індукторі 
4. ВИСНОВКИ 
Надано загальну математичну постановку задачі аналізу пружно-пластичного деформування 
складених електропровідних тіл за умови дії електромагнітного поля. Зв’язаність 
електромагнітного поля та полів механічних напружень та деформацій обумовлюється 
електромагнітними силами, які введено в диференціальні рівняння рівноваги. Як чисельний 
метод розв’язання обрано метод скінчених елементів, який базується на виконанні принципу 
мінімуму повної енергії системи. За допомогою запропонованого методу розрахунку 
проаналізовано деформування системи «індуктор – заготовка» однієї з технологічних 
операцій магнітно-імпульсної обробки матеріалів. 
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